10.2.5 Derivace soucinu a podilu

Piedpoklady: 10204

Pedagogicka poznamka: Nasledujici odvozeni jsem pievzal a amerického fyzikalniho kursu
Mechanical Universe. Moznd neni dostatecn¢ ,,rigordzni®, ale mé osobn¢ se
straSn€ libi spojitost mezi ofezavanim prkénka a chovanim nekonecné malych
veli¢in. Stejné tak vzdy zduraziiuji, jak je fantastické, Ze se vzorec pro nasobeni
ma v sobé schované spravné postupy na derivovani mocnin.

I

Z minulé hodiny vime, Ze pro derivovani soucinu neplati ,,pfirozeny vzorec* (uv) =u'0'.
Jak nalézt spravny vzorec?

Derivace je limitou z poméru & (y'= @ = lim &) = najdeme ptiklad veliCiny, kterd je
Ax dx -0 Ax

rovna soucinu dvou jinych veliina prozkoumame jeji zménu.

Obsah plochy: S =ab. Jak se zméni obsah plochy v Case (pii ofezdvani nebo obrusovani)?
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Z obrazku je vidét, ze plati:
AS =a b +b[Da - Aalb (Cerveny Ctverecek je zapocCitan dvakrat)

Zm¢éna probihd v ¢ase = vydélime Ar: E =4 LA + biBa _Aabb

At At At At
Alab
Pouzijeme: S =ab: M = a% +b% _Dadb
At At JAVARRAYS
Se zmensujici velikosti Aa a Ab se Cerveny Ctverecek vici obdélnikiim ¢im dal mensi

A(ab) _ Db, Da
Y

(zmenSuji se ob¢ jeho strany) = pro malé Ar plati:

M:aﬁﬂ;@ = (ab)' =ab'+bad

pro nekonec¢né malé dr :
dt d  dt

Véta o derivaci soucinu:
Necht’ jsou dany funkce u, v. Jestlize funkce u, v maji v bod€ x, derivaci, ma

v bod¢ x, derivaci i funkce u [ plati: (u El’)' (%) =u'(x,) B () +u(x,) B (x,)



Zkrdceny zépis: (u EP)' =u'+uld

Pedagogicka poznamka: Ve svych tiidach opravdu pouziti vzorct z této hodiny na tabuli
neukazuji. Je to zbyte€n¢ vic nez Ctyfi, pét lidi chybu neudél4.

1
Pr.1: Uréi derivaci (x2 sin x) .

) ' 2\ 2 ' 2
! (x smx) =(x ) sinx+x (smx) =2xsinx+x"cosx

Je vidét, Ze derivovanim se mohou funkce i komplikovat.

Pr.2: Oveéf platnost vzorce pro derivaci souc¢inu derivovanim funkce y = x°.

- Derivace podle pravidla pro mocninou funkci: (x6) =6x".

' Funkci y = x° miiZeme na souéin rozdé&lit riznymi zpGsoby:

(x(’)' =(ch5)’ :(x)' x +x(x5)' =10E° +xBx* =x° +5x° = 6x°

(x6)' = (x2 Dc“)' = (x2 )' Xt + (x“)' =2x 3" +x" [@x’ =27 +4x° =6x

(x(’ )' = ()c3 O’ )' = (x3 )' X +x ()c3 )' =3x" 07 +x° Bx? =3x° +3x° =6xX°

. Zvolili jsme tfi rizné zpusoby, piesto jsme pokazdé dostali spravny vysledek.

Pedagogicka poznamka: Predchozi priklad rozdélujeme a kazdé oddéleni pocitad jednu
z variant.

I
Pr.3: Urdéi derivaci (sm x[dos x) .

I . U ! . r_ . . _ 2 )
(SIHXEQ‘OSX) —(SIH.X) @OSX"'SIHX[QCOS.X) —COSXEQ‘OS.X"'SIH.X(_SIHX)—COS X—Ssin x

Jesté horsi vzorec musime pouZivat na derivovani podilu:

Véta o derivaci podilu:
Necht jsou dany funkce u, v. JestliZe funkce u, v maji v bod¢ x, derivaci a
L N ... u ;
v(xo) #0, md v bod€ x, derivaci i funkce — plati:
v

I

(%j (XO):u’(xO)Eb(xzz)(—xt)(xo)Eb’(xo)

Zkraceny zapis: (Ej =M

Vv Vv
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Pr.4: Urci derivaci ( > j
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P¥.5:  Ovéf platnost vzorce pro derivaci podilu derivovdnim funkce y = x°.

Derivace podle pravidla pro mocninou funkci: (x3 )’ =3x’.

- Funkci y = x’ miiZeme na podil rozdélit riiznymi zpisoby:
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Zvolili jsme tii razné zpusoby, presto jsme pokazdé dostali spravny vysledek.

Pedagogicka poznamka: Piedchozi ptiklad rozd€lujeme a kazdé odd¢€leni pocitd jednu
z variant.

Pomoci vzorce pro podil miZeme odvodit i vzorce pro derivaci dalSich goniometrickych
funket:

‘ Pr. 6: Urci derivace funkei: a) y =tgx b) y =cotgx
| sin x
a) y=tgx=
: COS X
(¢ ), (Sinxj’ (sinx) [osx—sinx[cosx) _ cosx[dosx—sinx[f-sinx)
Cltgx) = = = =
: COS X cos’ x cos’ x
- _cos’x+sin’x _ 1
cos’ x cos’ x
i COS X
' b) y =cotgx =—
; sin x



: ' ! 1 : ! . .
5 (Cotgx)' :(c.os xj _ (cosx) Bln).c—zcosx[ﬂsm x) (—smx) Bu?xz— cos x [dos x _
sin x sin” x sin” x

- _-sinx-cos’x _ 1

sin’ x sin’® x

V obou piipadech musime dat pozor na takova x z defini¢niho oboru, pro ktera nejsou
pivodni funkce definované =

*  Profunkci y =tgx, x¢1ﬂ+kﬂ,kDZ,plati y =—
2 cos” x

* Profunkeci y=cotgx, xZkmkOZ,plati y' =————.
sin” x

Pomoci vzorce pro derivaci podilu miiZeme odvodit i derivaci mocninnych funkci se
zapornym mocnitelem:

Pr.7: Uréi derivaci (%j
X

2 4 4 3
(xz) X x x
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Stejny vysledek bychom dostali i pomoci vzorce pro derivovani mocninné funkce:

!

(%J = (x_2 )' = 2x = 2x7 = —% .

= vzorec pro derivaci mocninné funkci plati nejen pro pfirozeny, ale i pro cely a dokonce i
pro redlny exponent:

* Pro funkci y=x", xDR—{O},nDZ_,plati y =nx""
e Profunkci y=x", xOR",nOR, plati y' =nx""

Pr. 8: Urdi derivace:

1Y ' ' ' 2 b xtx )
) (—j b (Vx) o (Jx_ ) @ (vVx) e (MJ

X xx
Predpisy funkci uprav v piipadé potieby tak, aby si nemusel pouZivat vzorec pro
derivaci soucinu nebo podilu.
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Rada do budoucna: Vzdy se snazime o takové tpravy predpisu funkce, abychom pfi
derivovani nemuseli pouZivat vzorec pro derivaci soucinu nebo podilu.

Pr.9: (BONUS) Dokaz platnost vzorce pro derivovani mocninnych funkci se zdpornym
mocnitelem.

(x") n<0 polozZime m=-n = m>0

m=1-2m _—_

(v) =(x") = (Lj (1 xzx—ml)z[@xm) _00” —xlzgn T m 3:‘1 L

PF. 10: Petdkova:
strana 155/cviCeni 19 f;, f,
strana 155/cviCeni 20 g,, g,
strana 156/cviceni 21  h,, h,, h;

Shrnuti: Vzorce pro derivaci sou¢inu a podilu jsou sloZité, proto se jim snazime vyhnout.



